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Abstract

V ¢ldnku jsou rozvedeny matematické zdklady modelu sdilent tepla a ochlazovdni kon-
tejneru s vyhotelym jadernym palivem. Z rozboru modelu je navrZena metodika méteni
rozhodujicich fyzikdlnich veli¢in a ndsledné zpiisob vijpoctu zbytkového vykonu.

Priciples of the mathemacial modelling of the heat exchange and cooling of the contai-
ner with spent fission fuel are explained in the presented article. Methodics of the measure-
ment of the main physical quantities and alghoritm of the computation of the remamining
power are based on this model.
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Uvod
Palivo po vyjmuti z reaktoru neni zcela beze zbytku vyhoftelé, tzn. Zze v ném
stale jesté probihaji jaderné reakce. Dlisledkem téchto reakci je mimo jiné i vznik
tepelné energie, kterd ohtiva cely palivovy ¢lanek. Pokud by se ¢lanek neochla-
zoval, zvySovala by se jeho teplota a v pfipadé, Ze by presahla konstrukéni limity,
doslo by k jeho destrukci. Znalost zbykového vykonu je proto daleZita pro bez-
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pecné skladovéani vyhotelého jaderného paliva.

Pomoci programu Maple se sestavi matematicky model popisujici ¢asovou
zavislost teploty vnégjsi stény kontejneru na zbytkovém vykonu paliva, zptisobu
ochlazovani a okolnich podminkach. Tento model bude moZné pouZit i inverzné
— ze zndmé teploty kontejneru, zptsobu ochlazovani a okolnich podminek lze
urcit zbytkovy vykon paliva.

Vstupni pfikazy a odpovédi programu Maple budou sazeny nasledujicim zpt-
sobem

> el := Int(x, xX=a..b) = int(x, x=a..b);

b
el:z/ xdr =b* —a®

Matematicky model

Pro kontejner s vyhofelym jadernym palivem je moZné zapsat zakon zacho-
vani energie, viz napf. [1], ve tvaru:

> restart;
> el := P*t = K¥(T(t)-Ti) + Int(S*alpha*(T(t)-Te),t);

el:=Pt=K (T(t)— Ti)+/0tSoz(T(t)) (T (t) — Te)dt,

kde
P = zbytkovy vykon T = okamzitd teplota povrchu
t = c&as S = plocha povrchu kontejneru
K = tepelnd kapacita « = koeficient pfestupu tepla,
kontejneru s palivem obecné zavisi na teploté
povrchu
Tt = pocatecni teplota povrchu T'e = teplota okoli

Integral z rovnice e 1 je mozné odstranit derivaci této rovnice podle ¢asu a z vy-
sledku vyjadrit derivaci teploty podle ¢asu d T(t)/d ¢
> e2:=diff(el,t);

e2:= P = K;;T(t) +Sa(T () (T (t) - Te)

> e3:=diff (T (t),t)=solve(e2,diff(T(t),t));

_d  Sa(T(®) (T(t)—Te)—P
e3 = %T(t)—— 7 .

Rovnice e3 je oby¢ejnou diferencidlni rovnici pro ¢asovou zavislost teploty,
kterou ovSem vyrazné komplikuje obecné neznama zavislost koeficientu pre-
stupu tepla na teploté o (7" (t)). Nicméné pomoci programu Maple je mozné nalézt

jeji feSend.



> dsoll:=dsolve(e3,T(t));

dsoll :=1¢ o K d C1=0 1
SO = _/ —Sa(_a)_a+Sa(_a)Te+P_a+_ - @

Maple nalezl feSeni rovnice e3 ve tvaru inverzni funkce ¢ (7°), navic je nutné

znat funkéni zavislost a(7T' (t)), bez kterého nelze v analytickém feseni rovnice (1)
déle pokracovat.

Vrat'me se proto k rovnici e3. Vzhledem k tomu, Ze koeficient pfestupu tepla
a(T (t)), je nezndmou funkci teploty, ale teplota samotné je funkci €asu, jeji funkcni
zdvislost také samoziejmé nezndme, je mozné pouzit substituce o(7 (t)) = G(t), ¢ili
konstatovat, Ze koeficient pfestupu tepla je nezndmou fukci ¢asu. Rovnice e 3 tak
pfejde na tvar jednodussi diferencidlni rovnice, pro kterou jiz 1ze nalézt analytické

reSeni.
> ed4 := subs(alpha(T(t))=beta(t),e3);
d SE) (T (t)— Te)— P
i Ly — _SPOT W)~ Te)
dt
> dsol2 := simplify(dsolve(ed,T(t)));

/ezs< JBW dt g 504y Te v Py dt +_C1E
Kow JB() dt

Stale zustava problémem neznalost zédvislosti koeficientu pfestupu tepla na

dsol2 :=T(t) =

()

¢ase, nicméné rovnice (2) jiz obsahuje pfimy vztah pro 7'(¢). V dalsim kroku se
pokusime ur¢it integra¢ni konstantu _C'1.

Nejprve je nutné doplnit ve vSech integrélech integracni meze. Déle je moZzné
pfedpokladat, Ze v pribéhu méfeni se teplota stény kontejneru bude pohybovat
pouze v tizkem rozmezi, diky tomu je mozné nahradit nezndmou funkci zavis-
losti koeficientu pfestupu tepla na Case, nebo na teploté, sttedni hodnotou

_ kBWdt [l a(T)dT

a

t Tf — Ti
> Tl := T(t) = (Int(exp(l/K*S*Int (beta(t),t=0..t))*
> (S*beta(t) *Te+P) ,t=0..t)+_C1*K) *
> exp (-1/K*S*Int (beta(t),t=0..t)) /K:
> T2 := subs(beta(t)=a, T1);

t S rt
/e? Joadt (goTe+ Py dt +_C1K
T2:=T(t) = 0

K e% Jyadt
Rovnici (3) je moZzné vyjadrit v analytickém tvaru

T3:=collect (expand(value (T2)),exp);



P
—Te— — + _C1

o _ P aS
T3=T(t)=Tet —+ G (4)
e

Integracni konstantu _C'1 uréime z podminky, lim,_,, 7' (t) = T7, teplota stény

kontejneru v ¢ase ¢t = 0 je rovna pocatecni teploté Ti. Jednoduchy vypocet vede
k vysledku _C1 = Ti.

Podobnym vypoctem pro finalni ustalenou teplotu stény kontejneru obdrzime
rovnici pro konecnou teplotu stény kontejneru

> Tf = expand(limit (rhs(T3),t=infinity))
> assuming S>0,K>0,a>0;

P
Tf = Te+ — .
/ €+Sa

ProtoZe ustédlenou teplotu stény kontejneru Ti i teplotu okoli Te 1ze pfesné zméfit,
je mozné pfi znamém topném vykonu P, kteryj je mozZné provést napiiklad elektric-
kym ohtevem, urcit soucin a S.

> map (u—->(u-Te) *S*a/ (Tf-Te), %) ;

P

aS:in—Te'

Rovnici (4) je tak moZzné pomoci substituce

> su := _Cl=Ti,P=Cl*S*a,K=tau*S*a;

su:=_Cl=Ti,P=C1Sa,K=71S5a

prepsat do findlniho tvaru

> T = subs(su,rhs(T3));
t

T=Te+Cl1+(Ti—C1 —Te) e T. (5)

Urceni zbytkového vykonu paliva

V piipadé, Ze naméiime teplotu stény kontejneru v zavislosti na ¢ase a zname
je mozné pomoci regresni analyzy z rovnice (5) urcit neznamé koeficienty Cla 7.
K vypoctu pouzijeme metodu nejmensich ¢tverci.

Predpokladejme, Ze v Case t; jme naméfili teplotu povrchu kontejneru Y;. Cel-
kovy pocet naméfenych hodnot je N. Nejprve stanovime druhou mocninu roz-
dilu dT; mezi funkéni hodnotou teploty T(¢;) a odpovidajici naméfenou teplotou
Y;. Pro zvyseni pfehlednosti vypoctu pouZijeme substituce, které zjednodusi néj-
Castéji pouzivané vyrazy.



> dT[1i] := subs(sul,su2,t=t[i],T)-Y[1i]:
> dT2[1] := expand(dT[i]"2);
dt2; :=C12 (et?i)_Q —2C12 (et?i)_l —4C1Te (e%)_l +2C1Y; (e%>_1
+T2 (%) " 416 (%) T =27 (e¥) 4 01 4201 Te —201Y,
1T —2TeY, + Y2+ 2TeY; (%) —2TiC1(e¥) —2TiTe ()
12701 (e¥) 4 2TiTe (%) —2Ti¥; (e¥) | +201Te (%)

—2

Proménna dt2; je dosti nepfehlednd, proto ve vypoctu sumy kvadratu residui,
SOR, provedeme nékolik substituci, které zvysi pfehlednost vysledku.

> SQR : =map (u->simplify(sum(u,i=1..N)),dT2[1i]):

> sigma := selectfun (SQR, sum) :

> Su := [seq(sigmal[jl=Sigmal[j], j=1..nops(sigma))];
> Bs := map (u—->rhs(u)=1lhs(u), Su):

> SQR := subs (Su, SQR) ;

N, N N, N N .
o P _ _ P _ 2 _ _272 _
Su = EGTY;—EMEY;—ZZ)EGT—ZB’EY;‘—Z%EB T =25
i1 i=1 i=1 i=1 i=1

SQR :=C1?%; —2C1%8; —4C1TeX; +2C1 % + Ti?S5 + Te*S; — 2Te?S,
+NC1? +2NC1Te —=2C1%y + NTe? —=2TeXy + 5y +2Te %,
—2TiC1YEs —2TeTiYs +2TiC1Ys+2TeTi33 —2Ti%, +2C1Te X5 .

Nyni je nutné nalézt takovou hodnotu koeficientu C'1, kterda minimalizuje
sumu kvadratu residui SQR. Z této hodnoty je pak mozné urcit odpovidajici vy-
kon, pfipadné provést zpétnou substituci, jejiz vystup zde neni uveden z dtivodi
uspory mista.

> dC := diff (SQR,C1l)=0:
> Vykon := (solve(sul[l],Cl)=collect(solve(dC,Cl), [Te]))*S*a;
> Vykon : subs (Bs, tau=solve(sul[2],tau),Vykon) :
TiX¥3— Yy —TiYs + %4
Y5+ N —233 )

Jak je vidét, za pfedpokladu znalosti soucinu S a, tepelné kapacity kontejneru

Vykon:= P = Sa (—Te —

K, pocate¢ni T;, kone¢né T, a teploty okoli 7; je moZné pomoci proméienim
prubéhu teploty povrchu kontejneru v ¢ase urcit zbytkovy vykon paliva jako ana-
lytickou funkci naméfené teplotni zavislosti.

Simulovany ohfev

Pfedpoklddejme, Ze sledujeme zavislost teploty kontejneru naplnéného vo-
dou, ktery zahtiva zbytkovy vykon uloZeného paliva. Zakladni vlastnosti kontej-
neru popisuje tabulka 1.

V ptipadé vyse uvedenych hodnot je mozné graficky znazornit pribéh teploty
stény kontejneru pro zbytkové vykony paliva od 5 kW do 30 kW s krokem 5 kW,
viz obrazek 1.



Velic¢ina Proménna | Velikost | Jednotka
Hmotnost obalu Mo 75 000 kg
Hmotnost naplné Mo 5000 kg
Mérné teplo obalu Co 520 Jkg ' K71
Meérné teplo vody Cv 4186 Jkg P K1
Povrch kontejneru S 30 m?
Koeficient ptestupu tepla | alpha—a | 25 Wm2K!
Pocétecni teplota Ti 18 °C
Teplota okoli Te 25 °C

VVVVVVVYVVYVYVVYV

Tab. 1. Zikladni promeénné

K := Mv*Cv+Mo*Co: SA := S*alpha: tau := K/SA: Cl := P/SA:
Mo := 75000: Co := 520: Mv := 5000: Cv := 4186: S := 30:
alpha := 25: Ti := 18: Te := 25:

PS := [5000,10000,15000,20000,25000,300007:

TF := map (u->evalf (subs (P=u,limit (T, t=infinity))),PS):

Pl := plot({seq(T,P=PS)}, t=0..5*86400,

title="Predpokladany prubeh teploty",
labels=["t[s]","T [C]"], color=black,thickness=3):
P2 := plot (TF,t=0..5*86400,color=black,linestyle=4):
P3 := plots|[textplot] ({seq([5*86400,TF[j]+1,
cat (convert (PS[J]1/1000,string)," kW")],j=1..6)1},
align={ABOVE, LEFT}) :
plots[display] ({P1,P2,P3});

| =650 _ _ S 30 kw
T[°C]
601 Te=583 ______ - 25 kw
| Te=517 S 20 kw
50
=450/ /] 15 kw
40*%777 / 7 Tw=383 10 kW
| o Tw=3L7 5 kw
30
20p
t [s-1000]
0 100 200 300 400

Obr. 1. Priibéh teploty stény kontejneru pro riizné vijkony



Zpracovani simulovaného méfeni

Predpoklddejme zbytkovy vykon paliva v kontejneru 20 kIV. Parametry kon-
tejneru uvazujme stejné jako v tabulce 1. Déle pfedpokladejme, Ze méfeni teploty
provadime kaZzdou ptilhodinu, ¢asy méfeni jsou uloZeny v seznamu tt a teploty
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povrchu kontejneru méfime s piesnosti na 0.5 °C, teploty uloZime v seznamu Y.

> P := 20000; chyba := rand(-10..10)*0.05:

> tt := [seq(1800*3j, j=0..240)]:

> Y := map (u->evalf (subs (t=u+1800%40,T) +chyba(),3),tt):
> Pl := plot(zip((u,v)->[u,v],tt,Y),symbol=circle,

> style=point,title="Simulovane teploty",

> color=black, symbolsize=15,

> labels=["cas [s]","t [°C]"]):

Proménna P1 obsahuje ¢asovy prtibéh simulovanych hodnot. Graf je soucasti ob-
razku 2.

Data proloZime obecnou exponencialni funkci F = kle+ + K2. Funkce F
obsahuje nezndmy nelinedrni parametr 7, nezndmy linedrni parametr k1 je v sou-
¢inu s nelinedrni funkci 7. Tato skute¢nost vylu¢uje moZnost urcit parametry
k1, 7, K2 funkce F' pomoci linedrni regrese — metody nejmensich ¢tvercti. PouZi-
jeme proto modifikovanou nelinearni regresni itera¢ni metodu odvozenou Gaus-
sem a Newtonem, upravenou Ganderem a Bartoriem [2, 3]. Z téchto parametrii
pozdéji uréime zakladni charakteristiku problému — zbytkovy vykon paliva P

Prvnim krokem je linearizace funkce podle proménnych k1 a 7 v okoli poca-
te¢nich hodnot K'1a T.

> unassign ('’ Tau’,’tau’,’'K1l’,"T0");

> F := exp(-t/tau)*kl1+K2:
> el := mtaylor (F, [tau=Tau,kl=K1l],2);

e T (r—T)tK1
T2 '
Nyni nahradime rozdily k1 — K1 = DK, 7 — T = DT opravami k po¢ate¢nim

el:=e¢ TK1+K2+e 7 (kl — K1)+

hodnotam.
> Dsu:=[kl1-K1=DK, tau-Tau=DT] :
> e2:=subs (Dsu,el);

et DTt K1
T2 ’

Proménna e?2 je jiz linedrni vzhledm k opravam DK a DT pro pocate¢ni hod-

62 =e TK1+ K2+ e TDK +

noty K1 a T. Déle je samoziejmeé linedrni pro K2. Vytvofime seznam koeficientti
u jednotlivych linedrnich proménnych a dale vybereme ten clen, ktery linedrni
koeficienty neobsahuje.

> Var := [DK,DT,K2];
> Col := map(u->select (has,e2,u) /u,VvVar);
> rest := remove (has,e2,Var);

7



t
. -4 e TtK1
Col ;= |e™T, T 1

rest = e TK1

Nyni zbyvéa zvolit vychozi hodnoty K1 a T. Pokud je dosadime do proménné
Col aza ¢as t budeme postupné dosazovat ¢iselné hodnoty ze seznamu t t dosta-
neme numerickou matici A. Pokud provedeme totéZ s proménnou rest ziskame
seznam rozdilti naméfenych hodnot Y a funkénich hodnot funkce F' pro jednot-
livé ¢asy ze seznamu tt. Pfi spravné volbé vychozich hodnot K1 a T budou tyto
rozdily malé. Opravy DK a DT pro vychozi hodnoty K1 a T a koeficient K2
minimalizuji nasledujici vyraz, viz pfikaz MAPLE leastsqgrs [4].

min

\DK. DT, K9] |A e [DK, DT, K2| — [rest] ||,

Vypoctené opravy DK a DT pak pficteme k vychozim hodnotdm K1 a T
a cely postup znovu zopakujeme. Vypocet — iteraci ukon¢ime v okamziku, kdy
absolutni velikost opravy klesne pod stanovenou mez. V pribéhu iterace zvy-
Sime numerickou pfesnost na 24 platnych cifer.

> K 1l:=- 30: Tau := 75000:

> Digits := 24; epsilon := 10; n := 0;

> while epsilon > 107~ (-Digits/2) do;

> n := n+l;

> A := matrix(evalf (map (u->subs (t=u,Col),tt))):
> B := evalf(zip((u,v)->u-subs(t=v,rest),¥Y,tt)):
> SOL := linalg[leastsqgrs] (A,B);

> epsilon:=max (map (u—->abs (u) ,convert (SOL, 1ist) [1..2]1)[1);
> if epsilon<l then LM:=1 end if;

> K1:=K1+SOL[1]/LM; Tau:=Tau+SOL[2]/LM;

> print (krok=n, 'epsilon’=epsilon);

> end do:

krok =1, ¢ = 1586.57932207589427114091
krok = 2, ¢ = 1953.34519717514051488873
krok = 3, ¢ = 50.2249896781355783584539
krok =4, € = 0.747346442956547593010003
krok =5, € = 0.0109678001010463140302263
krok =6, € = 0.000160891760886171317598603
krok =17, ¢ = 0.236018114804541723999455 10>
krok = 8, € = 0.346223726241167823815361 107
krok =9, e = 0.507888411927475432324407 10~?
krok = 10, & = 0.745036077464870534422161 10~
krok =11, € = 0.109364870794910660862430 10712 .



Po ukonceni iterace se vratime ke standardni numerické pfesnosti, vyjadiime vy-
slednou funkci popisujici pribéh teploty v ¢ase a vykreslime ji spolu s naméte-
nymy hodnotami, viz obrazek 2.

> Digits := 10;

> F := evalf (subs (tau=Tau, kl=K1l,K2=SOL[3],F));

> Finf := limit (F,t=infinity);

> P2 := plot ([F,Finf],t=0..max(tt[]*1.1),thickness=[5,1],
> linestyle=[1,3],color=red):

> plots[display] ({P1,P2});

F:= —13.72950375 ¢~ 0-00001272418ITE | 51 64362522
Finf := 51.64362522

38 t [s-1000]
0 100 200 300 400

Obr. 2. Priibéh teploty jako regresni funkce namévenych hodnot

Pokud nyni porovndme vypoctené koeficienty s obecnymi koeficienty z rov-
nice (5) je moZné snadno dopocitat pocatecni teplotu ti, vykon p a koeficient sa —
zde jsou na rozdil od rovnice (5) oznaceny malymi pismeny. Po dosazeni k = K
a te = T'e dostaneme konkrétni ¢iselné hodnoty.

> el := Tau=k/sa: e2 := Kl=ti-p/sa-te: e3 := SOL[3]=p/sa+te:
> Sol := solve({e3,e2,el}, {ti,p,sal});
> Sol := subs (k=K,te=Te, S0l);

Sol := { t1 = 37.91412146, sa = 0.00001272411817 k,
p = 0.0006571195898 k — 0.00001272411817 te k }
Sol := { sa = 762.5564019, p = 20317.26697, ti = 37.91412146 } .

Porovndme - li vypocteny vykon s pfedpoklddanou hodnotou, zjistime, Ze chyba
vysledku je pfiblizné 1.6%, coz je velmi slusna shoda.
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Nyni stanovime korela¢ni koeficient Korelace mezi naméfenymi hodnotami
a funkénimi hodnotami regresni funkce F, dale stanovime priimérnou odchylku
pdy mezi naméfenou teplotou a funkéni hodnotou funkce F a stanovime stfedni
kvadratickou chybu sdy této odchylky.

> assign(Sol

> y := map(u->evalf (subs (t=u,F)),tt):

> Korelace:=stats[describe, linearcorrelation] (y,Y);
> dy := zip((u,v)->u-v,y,Y):

> N := nops(tt):

> pd y:= sum(dy[i],i=1..N)/N;

> sdy := sqgrt(sum((dy[i]-pdy)"2,i=1..N)/N);

Korelace := .9956710206
pdy := 3858921162 - 1078
sdy = .3122672182

Vidime, Ze priamérna odchylka pdy je zcela zanedbatelnd a stfedni kvadra-
tickd chyba sdy je pfiblizné dvé tfetiny chyby, kterou byly zatiZeny vstupni hod-
noty, viz Obrézek 3. Korela¢ni koeficient blizky jedné vypovidd o vynikajici shodé
regresni funkce s daty, viz Obrazek 4.

> plot ([zip((u,v)->[u/1000,v],tt,dy),

> [[0,pdy], [t£[N]/1000,pdyl], [ [0, pdy+tsdy],

> [tt[N]/looO/pdy+de]]r [[OrPdY_SdY]r

> [tt [N] /1000, pdy-sdy]l]],style=[point,line,line,line],

> thickness=[1,3,3,3],1linestyle=[1,1,3,3],

> labels=["t [s]","DT [C]"],symbol=circle,

> color=[black, red, red, red], symbolsize=15,

> title="Znazorneni chyby vypoctu",

> labels=["t [s]","T [C]I"]);

> plot (zip((u,v)->[u,v],Y,y),color=black,

> labels=["Y [C]","y [CI"],
title="Znazorneni kvality korelace");

Zaveér
Z vyse uvedenych vypoctl vyplyva, Ze méfenim teploty povrchu kontejneru
s vyhofelym jadernym palivem je moZzné urcit zbytkovy vykon paliva. Metodu
je vSak mozné pouzit pokud zndme tepelnou kapacitu naplnéného kontejneru,
kterou je mozné stanovit bud’ z technické dokumentace, nebo méfenim.
Stanoveni zbytkového vykonu z naméfeného pritbéhu teploty vyZzaduje kon-
stantni teplotu a zptisob proudéni chladictho media, (voda, vzduch) v okoli kon-

tejneru. Tuto podminky lze ale v prostiedi tlozisté vyhotelého paliva snadno
zajistit.
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Obr. 4. Zndzornéni kvality korelace
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